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Resumen y Abstract  V 
 
 
 
Resumen 
 
 
El siguiente trabajo trata sobre el estudio de la derivada vista como razón de cambio 
afianzando elementos didácticos que conduzcan a un mejor desarrollo del proceso de 
enseñanza  y aprendizaje de la noción de derivada mostrando su naturaleza variacional. 
 
Se hace, a la vez, una aproximación histórica y epistemológica  del cálculo diferencial, sus 
inicios, precursores, aportes a la ciencia y  problemáticas a través del tiempo.  
 
De igual manera, esta presentación está acompañada del aspecto disciplinar de la noción de 
derivada, haciendo un razonamiento detallado de los problemas que permitieron el 
descubrimiento del mismo, dificultades como la interpretación como razón de cambio y el 
significado de la definición formal. 
 
Palabras claves: razón de cambio, derivada, didáctica, historia y epistemología.  
 
 
 
 
Abstract  
 
 
The following paper deals with the study of the derived rate of change seen as strengthening 
educational elements that lead to better development of the teaching and learning derived 
from the notion of variational nature showing. 
 
It is, at once a historical and epistemological approach of differential calculus, its 
beginnings, precursors, contributions to science and problems over time. 
 
Similarly, this presentation is accompanied by the disciplinary aspect of the notion of 
derivative, making a detailed argument of the problems that led to the discovery of it, and 
the interpretation difficulties as a reason for change and the significance of the formal 
definition. 
 
Keywords: Rate of change, derivative, teaching, history and epistemology. 
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Introducción 
 
 
La formación matemática es fundamental en todos los campos del conocimiento, influye en 
la cultura y la sociedad, está relacionada con el pensamiento lógico y a la vez se ha 
considerado esencial para el desarrollo de las ciencias y la tecnología.  
 
Durante el proceso de formación básica en matemáticas, los estudiantes del grado 11 
estudian conceptos, teoremas, algoritmos, definiciones y estrategias para resolver 
problemas, pero sin interiorizar la gran cantidad de aplicaciones que esta disciplina fortalece 
en sus estudios superiores. 
 
En los aspectos relativos al pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analíticos 
en los estándares básicos de competencias en matemáticas del Ministerio de Educación 
Nacional,  MEN,  se propone para el grado undécimo “interpretar la noción de derivada 
como razón de cambio y como valor de la pendiente a una curva y desarrollar métodos para 
hallar las derivadas de algunas funciones básicas en contextos matemáticos y no 
matemáticos.”  
 
Con  respecto a este estándar podemos pensar en proponer situaciones y contextos donde la 
noción de variación tenga estrecha relación con algunos conceptos matemáticos como la 
proporción, tasa de variación, la función, la derivada, los integrales, etc. 
 
Con los cursos de cálculo diferencial que usualmente se centran en textos guías que 
desarrollan los contenidos sin profundizar ni dar significado a los conceptos, tanto para el 
grado undécimo como para los primeros semestres  de la universidad, los estudiantes 
enfrentan una serie de dificultades en los diferentes tópicos del cálculo y en particular con la 
comprensión del concepto de derivada. Estas dificultades están relacionadas con: la 
interpretación geométrica, la interpretación como razón de cambio, el significado de la 
definición formal,  las aplicaciones para modelar fenómenos y situaciones de las otras 
ciencias, el análisis del comportamiento y variación de graficas. 
 
En consecuencia  es pertinente buscar estrategias didácticas diferentes para aproximar a los 
estudiantes en los conceptos del cálculo diferencial y en particular al concepto de derivada 
fundamentada en el uso de la historia para identificar los orígenes del estudio de la variación 
y la interpretación de la derivada como razón de cambio. 
2  Introducción 
 
Teniendo en cuenta que el objetivo es profundizar en el análisis histórico y didáctico del 
concepto de derivada como rapidez media de variación y  formular una propuesta didáctica 
que permita aproximar al estudiante a la noción de derivada, el trabajo realizado presenta 
una aproximación a la noción de derivada comenzando con un recorrido histórico y 
epistemológico del cálculo diferencial, sus inicios, sus precursores y aportes a la ciencia. A 
la vez,  el trabajo realizado por los principales matemáticos asociados a esta rama de la 
matemática Isaac Newton y de Gottfried Leibniz se exponen con cierto detalle por la 
importancia de sus investigaciones, sentando  las bases del cálculo diferencial. 
 
Pasando luego al aspecto disciplinar, se abordó rigurosamente los principales problemas 
históricos que condujeron a la creación de una de las ramas del análisis matemático: el 
cálculo diferencial, entre ellos, el trazar la recta tangente a una curva en cualquier punto, la 
velocidad de un movimiento no uniforme en cualquier instante y la razón de cambio de una 
magnitud dada, enfatizando en ésta última. Cada problema que se expone, conlleva asi 
mismo, los principales personajes que abordaron dicho cuestionamiento  y la manera o 
razonamiento que emplearon en su respectiva solución vista desde el punto analítico y  
geométrico. 
 
Bajo la dinámica anterior, la idea central de la derivada está fundamentada en el estudio de 
la variación, y que de cierta manera una incursión en el estudio de la misma favorece la 
construcción de la noción de derivada, afianzando conceptos como razón de cambio, razón 
promedio y razón instantánea con sentido matemático.  
 
  Identificación del problema didáctico 
1. Identificación del problema 
didáctico 
 
El  mundo que permanece en constante cambio y transformación ha constituido el escenario 
propicio para la interrelación con el mundo matemático desde el punto de vista de la 
variación.  
 
Los fenómenos físicos, los cambios diarios del movimiento  del sol y la luna, las estaciones, 
los pisos térmicos, la naturaleza en todo su esplendor,  en fin, todo a nuestro alrededor desde 
el inicio de los tiempos cambia, se transforma o  varía.  
 
Los cambios que ocurren en la sociedad, economía, naturaleza, en nuestra vida cotidiana, 
tienen distintos comportamientos. En matemática se crean modelos  abstractos para 
describir dichos fenómenos y la medición del cambio de esos fenómenos es un aspecto 
esencial de la variación y   el elemento eje en la formación del concepto de derivada. 
 
Durante este espacio, se expone trabajos de investigación y ponencias que se profundizan 
con detalle  y como “en teoría, entre la teoría y la práctica no hay ninguna diferencia, pero 
en la  práctica si la hay”, en nuestra  práctica docente, vemos con preocupación que la falta 
de motivación de los estudiantes radica fundamentalmente en la poca  aprehensión de los 
conceptos y la resolución de problemas, quizás porque no saben cómo se hace o quizás 
porque la enseñanza se dedica exclusivamente a lo memorístico y no a la comprensión real 
del por qué y para qué se aprende aquel concepto, en nuestro caso, matemático. Por lo tanto, 
basado en  los aspectos relativos al pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y 
analíticos en los estándares básicos de competencias en matemáticas del Ministerio de 
Educación Nacional, MEN, apoyado del estándar “interpretar la noción de derivada como 
razón de cambio y como valor de la pendiente a una curva y desarrollar métodos para hallar 
las derivadas de algunas funciones básicas en contextos matemáticos y no matemáticos”, el 
aspecto didáctico del trabajo expuesto es abordado a través de una discusión sobre el para 
qué trabajar la variación y la estimación en la enseñanza de la noción de derivada, tanto en 
la educación básica como a nivel universitario, justificando los procesos presentados en este 
trabajo. 
 
 
1.1. Objetivo general 
 
 Profundizar en el análisis histórico y didáctico del concepto de derivada como 
rapidez de variación, y formular una propuesta didáctica que permita aproximar al 
educando en la noción de derivada. 
 
 
4   Identificación del problema didáctico 
1.2. Objetivos específicos 
 
Con el propósito de cumplir el objetivo general establecido en este trabajo, se hace 
necesario: 
 
 Revisar textos de análisis  y de cálculo  que contengan temas relacionados con la 
noción de derivada. 
 
 Estudiar textos de la historia del cálculo y hacer un análisis  histórico y 
epistemológico de la noción de derivada. 
 
 Analizar artículos de investigación didáctica e identificar los obstáculos referentes a 
la noción de derivada.  
1.3. Estado del arte 
 
A continuación se presentan brevemente tres investigaciones realizadas sobre la propuesta 
planteada desde el punto de vista didáctico. 
 
 El trabajo de investigación de la Licenciada Nancy Abarca “La enseñanza del 
cálculo diferencial e integral mediante la resolución de problemas, una propuesta 
motivadora” (diciembre de 2007) se fundamenta en los marcos teóricos de G. Polya 
y A. Shöenfeld investigadores que aportaron mucho en el campo de la resolución de 
problemas, destacando la importancia de estos referentes para que el estudiante 
organice sus conocimientos, mediante un dialogo  alumno-problema y sea más 
crítico, más observador y analítico. 
 
 La ponencia “El análisis de la variación como un significado de la variable” de 
Teodoro Ceballos (8 de octubre de 2003), asevera que los estudiantes de los últimos 
años del bachillerato y los primeros semestres de la universidad comprenden muy 
poco los conceptos e ideas básicas del cálculo diferencial,  aunque se les facilita los 
procesos algorítmicos respecto a la parte conceptual, presentan desequilibrios 
académicos frente a la variación, a la representación geométrica y el análisis como 
tal. 
 
 “Una propuesta para la introducción del concepto de derivada  desde la variación. 
Análisis de resultados” de Silvia Vrancken (2003), presenta una secuencia didáctica 
con el propósito de facilitar la construcción del concepto de derivada involucrando 
en ella el tratamiento y traducción entre los diferentes registros de representación de 
este concepto: numérico, coloquial, geométrico, algebraico y el desarrollo e 
interpretación de ideas variacionales, como la noción de razón de cambio. 
 
 
 
 
  Historia y epistemología del Cálculo Diferencial 
2. Historia y epistemología del 
cálculo diferencial 
 
 
La palabra cálculo viene del latín calculus la cual se refiere a piedrecita que produce 
molestia. En el argot matemático, la historia del cálculo comienza cuando el hombre siente 
la necesidad de contar.  Iniciaremos con un recorrido a través del tiempo recopilando los 
personajes que aportaron significativamente en el  proceso de formalización del cálculo 
describiendo cómo realizaron sus procedimientos, qué algoritmos emplearon y la viabilidad 
de los mismos, es decir, cuál fue el método y su razonamiento. 
 
 
 2.1. Matemática Greco Romana 
 
Eudoxo de Cnido ( 408 a.C – 355 a.C ) realizó un acercamiento a la noción de cálculo 
empleando “el método de las aproximaciones” de restos cada vez más pequeños a una 
medida de figuras, especialmente curvas, método llamado actualmente como de exhaución. 
Este método empleado por Eudoxo es el resultado de la curiosidad de los matemáticos 
(geómetras) de la antigüedad  por conseguir la cuadratura del círculo, unos de los grandes 
problemas de los matemáticos de su tiempo. Eudoxo introdujo la idea de magnitud continua 
y con su método de exhaución fue el pionero de la primera etapa del cálculo infinitesimal. 
 
Siguiendo la línea, Diofanto (200 d.C – 284 d.C), aunque poco se conoce de su vida es 
famoso por la edad en que murió gracias al epitafio que él mismo escribió sobre su tumba 
antes de morir: tumba, horas antes de morir: “¡Caminante! Aquí fueron sepultados los restos 
de Diofanto y los números pueden mostrar ¡oh milagro! Cuán larga fue su vida, cuya sexta 
parte constituyó su feliz  infancia. Había transcurrido además una duodécima parte de su 
vida, cuando de  bellos cubriose su barbilla y la séptima parte de su vida transcurrió en un 
matrimonio  estéril. Pasaron cinco años más y le hizo ichoso el nacimiento de su 
primogénito, que entregó su existencia a la tierra, la cual duró tan solo la mitad de la de su 
padre. Se dedicó Diofanto afligido, por entero al álgebra buscando consuelo en la misma, 
pero su pena era tan profunda que descendió a la sepultura sobreviviendo solo 4  años al 
deceso de su hijo.  Dime ¿Cuantos años vivió Diofanto?” 
 
Diofanto, al igual que Eudoxo (Eudoxio si se le quiere llamar asi)
1
 contribuyeron al inicio 
del cálculo gracias al método de aproximaciones o método de exhaución del cual más 
adelante se dará información detallada del procedimiento seguido por ellos. 
 
Para los griegos, la idea del infinito la concebían de dos maneras distintas pero igual de 
válidas, “lo infinitamente pequeño”  y  “lo infinitamente grande” Las paradojas de Zenón de 
                                                             
1 Tomado de  http://www.revistaalternativa.org , Revista Alternativa. Número 19. 
(Enero‐junio 2009)El método de exhaución Miguel Díaz Cárdenas   
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Aquiles y la tortuga, a la vez de la inconmensurabilidad del lado y la diagonal del cuadrado 
(problema clásico de la antigüedad)  dan una idea clara de este planteamiento. 
 
Fue precisamente el gran Aristóteles (384 a.C -322 a.C)  quien concibió el tema del infinito 
en potencia, en la cual, no permite considerar un segmento como una colección de puntos 
alineados pero sí permite dividir este segmento por la mitad tantas veces como queramos, y 
de esta manera se cambio la concepción que se tenia del infinito en acto, que regía hasta ese 
entonces la concepción de infinito. Conceptos base del cálculo.  
 
Sin embargo las matemáticas obtuvieron su mayor aporte de la cultura Greco Romana. 
Durante esta época, las escuelas de formación en matemáticas y filosofía se hicieron 
populares en  Grecia, en donde los grandes pensadores de la época daban solución a los 
problemas más populares de  las ciencias exactas, enfocándose en los problemas de 
geometría, álgebra y trigonometría. 
 
El cálculo obtuvo un gran desarrollo y evolución en el siglo XVII, donde grandes 
pensadores de la época dieron rienda suelta a su creatividad e ingenio, siendo los más 
destacados: 
 
René Descartes  (1596-1650): Unificó la geometría con el álgebra y junto a Pierre de Fermat 
sentaron las bases de lo que hoy se conoce como geometría analítica, donde se sientan las 
bases del estudio y desarrollo del cálculo. 
 
Blaise Pascal (1623-1662 ): Con la invención de la roulette o cicloide que fue el nombre  
que definió la curva plana descrita por un punto de la circunferencia cuando esta rueda  sin 
patinar sobre una línea recta. Preludio al cálculo diferencial.  
 
Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647): Indivisibles de Cavalieri, bases del cálculo 
de áreas y volúmenes. 
 
Evangelista Torricelli  (1608-1647): Uso de los métodos infinitesimales. 
 
Isaac Newton (1642 – 1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716): Precursores del 
cálculo infinitesimal, llamado muchas veces sólamente cálculo. 
 
 
2.2. Matemática  de los siglos XVII - XIX  
 
Descartes utilizó el álgebra para encontrar el área y las tangentes, lo que hoy en día 
llamamos integración y derivación, Cavalieri y Torricelli ampliaron el uso de los 
infinitesimales. 
 
Fue un periodo de la fundamentación del cálculo, Newton (hacia 1660) y Leibniz (hacia 
1670),  el primero en Inglaterra y el segundo en Alemania demostraron que los problemas 
de las tangentes y las áreas son inversos, lo que se conoce como el teorema fundamental 
del cálculo. 
 
 
7  Historia y epistemología del Cálculo Diferencial 
Con la aparición del análisis infinitesimal, se culminó un largo proceso de acumulación y 
asimilación teórica de los elementos del cálculo diferencial e  integral, favoreciendo la 
resolución de problemas que antes se resolvían por distintos métodos, todos válidos pero 
muchas veces engorrosos.    
 
Para la resolución de problemas se contaba con la geometría, el álgebra, las técnicas del 
cálculo y las ideas infinitesimales expuestas en líneas atrás. 
 
En el siglo XVIII, gracias al desarrollo del análisis matemático, el cálculo se  ramificó en: 
cálculo diferencial, cálculo integral y cálculo de variaciones. El objetivo del cálculo 
diferencial era el desarrollo en series de potencias, apoyados en el teorema de Taylor, 
desarrollándose casi todas las funciones conocidas por los matemáticos de esta era.  
 
En el siglo XIX, se definieron con precisión los conceptos de límite en términos de 
derivada,  siendo resaltados los matemáticos Bolzano y Cauchy, de integrales con Cauchy y 
Riemann y de los números reales con Dedekind y Weierstrass. En este periodo se 
fundamentó  el cálculo, siendo junto a la geometría, las ramas más valoradas de la 
matemática. 
 
2.3. Pioneros del cálculo infinitesimal: Isaac Newton  y  
Gottfried Wilhelm Leibniz 
 
 
En todos los textos de cálculo, en todos los eventos, conferencias, ponencias,  charlas, 
comentarios de estudiosos de la matemática, siempre sale a relucir el siguiente 
cuestionamiento: “¿Quién es el creador  del cálculo? ¿Newton o Leibniz?”. Para dar 
solución a esta duda de muchos, es conveniente realizar una pequeña pero significativa 
biografía de estos grandes de la matemática. 
 
 
 2.3.1. Isaac Newton 
 
atemático, físico, filosofo, teólogo, inventor, 
alquimista  y científico inglés, nació el 25 de 
diciembre de 1642 en Lincolnshire (Inglaterra) y murió 
en Londres el 20 de marzo de 1727. 
 
Estudió en la Universidad de Cambridge, en donde 
asimiló los conocimientos y principios científicos del 
siglo XVII. Se graduó en 1665, luego se ello, se orientó 
hacia la investigación en física y matemática, obteniendo 
una cátedra en su universidad. A la edad de 29 años, ya 
había formulado teorías aunque siempre fue remiso a dar 
publicidad a sus descubrimientos. 
 
M 
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Newton coincidió con Leibniz en el descubrimiento  del cálculo, formuló el teorema del 
binomio pero sus principales aportes los hizo en el plano de la física dándole el apelativo del  
padre de la mecánica moderna. 
 
En sus inicios se inclinó  por el estudio de la óptica donde formuló la teoría de la naturaleza 
corpuscular de la luz y diseñó en 1668 el primer telescopio de reflector, común en los 
observatorios astronómicos actuales. Estos estudios los recogió en su obra denominada 
Óptica en 1703, pero fue en la mecánica donde sus investigaciones obtuvieron  grandes 
reconocimientos. 
 
Su lugar en la historia de la ciencia la debe a su obra mas importante: Principios 
matemáticos de la filosofía natural en 1687, donde formuló rigurosamente las leyes 
fundamentales del movimiento: La ley de la inercia, el principio de la dinámica y la ley de 
acción – reacción 
 
En la primera ley, Newton argumenta que todo cuerpo permanece en reposo o en 
movimiento rectilíneo uniforme si no se actúa sobre él ninguna fuerza, en la segunda,  
demuestra  que la aceleración que experimenta un cuerpo es igual a la fuerza ejercida sobre 
él dividida por su masa, y la tercera, explica que  por cada fuerza o acción ejercida sobre un 
cuerpo existe una reacción igual de sentido contrario. 
 
 
A raíz de las tres leyes, surge la más conocida: la ley de la gravedad. En esta ley, Newton 
demuestra que la fuerza de atracción entre la tierra y la luna era directamente proporcional 
al producto de sus masas, e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las 
separa calculándose dicha fuerza mediante el producto  de este cociente  por una constante  
G; al extender ese principio general a todos los cuerpos del universo lo convirtió en la ley de 
la gravitación universal. Hacia 1663 terminó su trabajo científico y se dedicó a aplicar sus 
principios generales a la resolución de problemas concretos. En 1703 fue nombrado 
presidente de La Royal Society de Londres. Y en 1705 culminó su ascensión de su prestigio 
al ser nombrado caballero. 
 
2.3.2. Gottfried Wilhelm Leibniz 
 
atemático, filósofo, jurista, y político  de nacionalidad 
alemana, nació el 01 de julio de 1646  en Leipzig y 
murió el 14 de noviembre de 1716. 
Destacado por escribir poemas en latín a sus solo ocho años, en 
1663 ingresó a la universidad de Jena donde estudió 
matemática con E. Weigel, luego de estudiar por dos años leyes 
en la  universidad de su ciudad natal. 
Respecto a Newton, siempre tuvo rivalidad con él, por no 
compartir las ideas filosóficas y por disputarse la creación del 
cálculo diferencial. 
M 
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Según la filosofía de Leibniz, el aprendizaje comienza con las sensaciones percibidas 
apoyado en la hermenéutica en donde todo se podía interpretar y explicar a razón de 
símbolos, en su caso matemáticos. En el área de las ciencias se interesó por el estudio de la 
geometría y la física, incorporando nuevos lenguajes matemáticos  y métodos en la 
resolución de problemas. Es considerado pionero de la lógica matemática. 
Sus principales obras matemáticas son: Nova Methodus pro maximis et minimis, itemque 
tangetibus, et singullare pro illis calculi genus (1684), Geomatría recondita (1686), y 
Mathematische Schriften 
Sus aportes al campo del cálculo infinitesimal son sobresalientes, estableció la resolución de 
problemas  de máximos y mínimos, la resolución de tangentes y la resolución del problema 
para hallar la curva cuya subtangente  es constante.  Introdujo las notaciones utilizadas en el 
cálculo diferencial e integral. Se le debe a él la invención del símbolo igual ( = ) y muchos  
símbolos matemáticos más empleados en la actualidad. Su papel fue decisivo en la 
fundación de la lógica matemática moderna.  
 
 
 
Según estudiosos  de la historia de estos dos  pesos pesados de la matemática, se 
llegó a la conclusión que la primicia de la publicación le corresponde a Leibniz; y, a 
Newton, la autoría del descubrimiento.  
 
El cálculo de Newton es mucho más  profundo que el de Leibniz; mientras que las 
notaciones utilizadas por Leibniz, son más claras que las de Newton, tanto asi que 
son las empleadas en la actualidad para el estudio de esta rama excelsa de la 
matemática:  el cálculo. 
 
2.4. Problemas que condujeron al descubrimiento del 
cálculo diferencial 
 
El cálculo infinitesimal fue creado para resolver los principales problemas científicos del 
siglo XVII, problemas relacionados con diferentes clases de movimientos y muchas de tipo 
geométrico que no se podía abordar por los métodos usuales. 
 
Algunos de esos problemas se anuncian así: 
 
 Trazar la recta tangente a una curva en cualquier punto 
 Calcular la velocidad de un movimiento no uniforme en cualquier instante. 
 Hallar la razón de cambio de una magnitud dada. 
 
La solución a estos problemas condujo a la creación de una de las ramas del análisis 
matemático: el cálculo diferencial. 
 
Los más grandes matemáticos de este tiempo Cavalieri, Torriceli, Fermat, Wallis, Barrow se 
interesaron por dar solución a estos problemas pero fueron Newton y Leibniz quienes 
crearon una teoría global donde se incluyeran estos problemas.  Newton publicó en 1687 
una magna obra titulada Los principios matemáticos de la filosofía natural, que constituye 
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uno de los hitos más grandes de la historia de la ciencia. Destacamos también su obra 
Método de fluxiones, que contenía su cálculo infinitesimal, escrita dieciséis años antes de 
publicarse la anterior. 
 
Isaac Newton, es sus obras expone en diferentes pasajes la concepción del límite, idea 
básica del cálculo. Así mismo ofrece tres modos de interpretación para el nuevo análisis: 
 
 Aquél en términos de infinitesimales usado en su De analysi, su primer trabajo 
(1669, publicado en 1711); 
 Aquél en términos de fluxiones, dado en su Methodus fluxionum et serierum 
infinitorum (publicado en 1736), en la que parece apelar con mayor fuerza su 
imaginación; 
 Aquél en términos de razones primeras y últimas o límites, dado particularmente en 
la obra De quadratura curvarum que escribió al final y publicó primero (1704), 
visión que él parece considerar más rigurosa. 
 
Leibniz, por su parte, en 1678, publica  sus descubrimientos sobre el cálculo en una revista 
que él mismo había fundado, Acta Eruditorum. Pero es el Acta de 1684  la que contiene lo 
que actualmente se considera el primer tratado de cálculo diferencial. 
 
Gottfried Wilhelm Von Leibniz introduce los elementos diferenciales  ó  para 
expresar la “diferencia entre dos valores sucesivos” de una variable continua  ó .  
 
Inmediatamente se entabló una agria disputa entre los seguidores de Newton y los de 
Leibniz respecto a quién había sido el primer descubridor del cálculo, disputa aclarada en el 
título anterior.
          
  Aspectos disciplinares en la definición del  
                                                                                                                  concepto de Derivada 
3. Aspectos disciplinares en la 
definición del concepto de derivada 
3.1. Métodos primarios del cálculo 
Estos métodos permiten destacar aquellos elementos que constituyen la esencia del cálculo 
infinitesimal, como la noción de variación  y de límite. Dentro  de las ideas constitutivas del 
cálculo podemos ubicar como una de las primeras aproximaciones  a los problemas del 
infinito al surgimiento de magnitudes inconmensurables en la matemática griega 
especialmente haciendo hincapié en la escuela pitagórica. (Siglo V a.C) 
Los pitagóricos daban como un hecho que todas las magnitudes eran conmensurables, es 
decir, que siempre era posible  encontrar otra que cupiera un numero entero de veces en 
cada una  de ellas, esto ocurrió hasta mediados del siglo V cuando se percataron que había  
magnitudes que no satisfacen esta condición como lo es el hecho de la diagonal y el lado de 
un cuadrado, de la diagonal y el lado de un cubo o la diagonal y el lado de un pentágono. 
Gracias a estos descubrimientos o cuestionamientos, se vieron en la necesidad de aceptar 
y/o admitir que existen magnitudes inconmensurables. 
Veamos como se demostró la inconmensurabilidad de la diagonal y el lado de un cuadrado. 
Método geométrico: 
Supongamos que en el cuadrado , el lado  y la diagonal  son conmensurables 
(demostración por contradicción). Marquemos sobre el segmento  el punto , de tal 
forma que  y tracemos desde  la perpendicular a  hasta que cruce el lado . 
Sea  el punto de corte y finalmente construyamos el cuadrilátero  con  el vértice 
opuesto a . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.1: Construcción preliminar cuadrados para demostrar la                   
inconmensurabilidad de la diagonal y el lado de un cuadrado.
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De esta construcción se puede deducir: 
 
 ya que  y  ya que   es isósceles con .  
 
Puesto que   y   son conmensurables existe una unidad de medida que llamaremos  
la cual mide ambas magnitudes. Pero como  mide a  y mide a  entonces mide 
también a  . 
 
A la vez, como  mide a  y a  entonces mide a , de lo cual se sigue que la unidad de 
medida de  que mide a la diagonal y al lado del cuadrado  mide también a la 
diagonal y al lado del cuadrado  . 
 
Ahora bien, como el lado del cuadrado  es menor que la mitad de la diagonal , 
estamos construyendo  un cuadrado cuyas dimensiones son  siempre menores que la mitad 
de las dimensiones correspondientes del cuadrado original. Y como este proceso lo podemos 
continuar indefinidamente garantizando siempre las mismas características que en este 
primer caso tendremos que la unidad inicial de medida  mida a cada uno  de los cuadrados 
así construidos por pequeños que éstos sean. 
 
Esto se convierte claramente en una contradicción pues la unidad de medida  es fija y las 
dimensiones de los cuadrados pueden hacerse más pequeños que la propia , lo que 
significaría que   mide  unidades menores que ella. 
 
Luego podemos concluir que suponer que la diagonal y el lado de un cuadrado son 
magnitudes conmensurables conlleva a una contradicción, por lo tanto deben ser 
inconmensurables. 
 
Esta demostración sugiere procesos infinitos puesto que la razón de la diagonal al lado de un 
cuadrado puede ser expresada como una situación límite de una sucesión de números 
racionales. 
 
Efectivamente, de acuerdo a la siguiente figura obtenemos: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.2: Inconmensurabilidad de la diagonal y el lado de un cuadrado. 
 
  y  . 
 
En efecto, si construimos con esta técnica cuadrados cada vez más pequeños, tendremos: 
 
 y . 
 y . 
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Donde  y  son la diagonal y el lado, respectivamente, del i-ésimo cuadrado así 
construido. 
 
Luego, como  se tiene: 
 
 
 
 
 
Por lo tanto, 
 
 
 
Con este proceso se muestra claramente a  como un proceso infinito, siendo estos 
procesos inicios de los procedimientos del cálculo. 
 
Método algebraico: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.3: Inconmensurabilidad diagonal y lado de un cuadrado, método algebraico. 
 
Aplicando el Teorema de Pitágoras (ya conocido en ese tiempo), se tiene que , 
de donde se obtiene que . 
 
Ahora bien, si la diagonal y el lado son conmensurables debe existir una unidad común a 
ambos, esto es, si   es la unidad común, entonces existe números naturales   y  tales que 
 y  
Como , entonces  , es decir, . 
 
Por lo tanto suponer que las magnitudes de la diagonal y el lado son conmensurables es 
equivalente a decir que  es un número racional. 
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Pero como se demostrará a continuación,  no es racional, luego es irracional lo cual 
expresa y explica la inconmensurabilidad entre el lado y la diagonal de un cuadrado. 
 
Prueba de la irracionabilidad de : 
 
Por contradicción. Sea  una fracción irreducible tal que . 
 
Se verifica: 
 
 ,   
 
de modo que  y por tanto  n es un número par, es decir, , de donde  
 
 
 
Es decir, , de modo que  (y por tanto m es un número par. Luego se puede 
expresar como  
 
El carácter par de  y  contradice la hipótesis de que   sea una fracción irreducible. En 
consecuencia no puede existir ninguna fracción irreducible cuyo cuadrado sea 2. 
 
 
Analicemos ahora el Método de Exhaución de Eudoxo y Arquímedes. 
 
Principio de Eudoxo: 
 
Dadas dos magnitudes desiguales , si de la mayor se resta una magnitud mayor que 
su mitad, y de lo que queda otra magnitud mayor que su mitad, y se repite continuamente 
este proceso, quedará una magnitud menor que la menor de las magnitudes dadas. 
 
Este principio hace uso intuitivo de la noción de límite y procesos infinitos. Una versión del 
principio se analiza a continuación: 
 
Según el gráfico  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4: Método de Eudoxo. 
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Sean  y  dos magnitudes diferentes ( ). Supóngase que lo que hay que restar de la 
mayor sea   donde  
 
Entonces: 
 
 
 
 
Se puede asegurar que 
 
sólo si  y esto se cumple si tenemos  cuando , lo cual se obtiene 
siempre que . En particular, se tendría para  como lo afirma el principio 
de Eudoxo. 
 
Por lo tanto este proceso es válido si se resta cualquier porción siempre y cuando este 
procedimiento pueda hacerse o repetirse sin interrupción (procesos infinitos.) 
 
La definición 4 del libro 5 de los “Elementos” de Euclides, hoy la conocemos como el 
principio de Arquímedes: “Se dice que las magnitudes guardan razón entre sí cuando, al 
multiplicarse, puedan exceder la una a la otra”. Esta  definición nos da a entender que no 
basta con que las magnitudes sean homogéneas para poder definir una razón entre ellas, y la 
podemos interpretar de la siguiente forma: si  y  son magnitudes que tienen razón, 
entonces existen números (naturales)  y  tales que  y ; lo cual significa 
que por muy pequeña que sea y por muy grande que sea  yuxtaponiendo  consigo 
misma un número suficiente de veces, superará a . Esto no es sino una forma de prohibir lo 
infinitamente pequeño y lo infinitamente grande. En efecto, si  fuese infinitamente 
pequeña, por muchas veces que la sumemos, no superará a . De la misma forma, si  fuese 
infinitamente grande no podrá ser superada por ningún múltiplo de .  
 
3.2. La variabilidad y el cambio 
 
“La derivada es un concepto matemático que sirve para calcular la variación de una 
variable con respecto a otra en una situación en donde se hace evidente un cambio.” 
 
El concepto de variación continua no apareció con los grandes exponentes de la matemática 
griega, puesto sus cantidades eran numéricas y discretas o geométricas y estáticas. Su 
álgebra trató con constantes más que con variables y su geometría con figuras geométricas  
fijas e intercambiables.
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En la matemática griega solo se estudio el movimiento uniforme de modo que conceptos 
como aceleración y velocidad instantánea carecían de sentido para ellos. En conclusión la 
ciencia griega no abordo el fenómeno del cambio o variabilidad en términos cuantitativos. 
 
Tiempo después, en el siglo XIV fue abordado el problema de la cuantificación del cambio 
por un grupo de lógicos y filósofos naturales del Colegio de Merton en Oxford quienes 
estudiaron las variaciones de la intensidad de una cualidad (entiéndase por cualidad latitud 
de formas que son aquellos atributos que admiten intensidad ). Definieron el movimiento 
como constante (velocidad constante) si las distancias iguales eran recorridas en tiempos 
iguales, la aceleración uniforme se definió como aquella para la cual incrementos iguales de 
velocidad se adquieren en intervalos de tiempos iguales. 
 
A diferencia de la escuela pitagórica que descarto la posibilidad de determinar áreas y 
volúmenes de figuras geométricas mediante la comparación entre secciones de la figura 
conocida y la que se pretende calcular, el gran matemático Italiano Bonaventura Cavalieri 
(Milán 1598 – Bolonia 1647) determinó áreas y volúmenes de acuerdo con ese esquema lo 
que muestra la actitud diferente respecto a los procesos infinitos de la que asumieron los 
griegos. 
 
Para realizar sus cálculos, Cavalieri se vale del principio que establece. “Si las secciones de 
dos sólidos en cada altura intermedia son  iguales en áreas, entonces los cuerpos sólidos 
tiene el mismo volumen”, donde el método consiste en comparar los indivisibles de una 
figura con los correspondientes indivisibles de otra, de los cuales una es conocida (se sabe 
cuál es su área o volumen), es decir, lo que hoy haríamos por medio de la integración de 
funciones, Cavalieri lo hace a través de la suma de indivisibles. 
 
Pierre de Fermat (1601 - 1665) precursor del cálculo según eminencias como lo fueron 
Lagrange, Laplace y Tannery, aunque no siendo matemático de profesión contribuyó al 
desarrollo del cálculo, cálculo de máximos y mínimos, trazando tangentes y algunos 
procesos de integración ocupando un lugar significativo en el desarrollo de esta rama de la 
matemática. 
 
En el Método para hallar máximos y mínimos de Fermat se ilustra como razonó Pierre a 
través del siguiente problema: 
 
Dado un segmento, hallar el punto sobre él de tal suerte que el rectángulo que tiene por 
lados los dos segmentos que el punto determina sea de área máxima. En efecto, sea  un 
segmento de longitud , y sea  un punto sobre . Tomemos como a la longitud del 
segmento del segmento  asi que el segmento  tiene por longitud . De lo anterior, 
el rectángulo  (ver gráfico) tiene área . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.5: Método para hallar máximos y mínimos de Fermat.
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Para maximizar la expresión anterior, se considera un punto adicional  sobre  de forma 
que la longitud  sea un punto distinto de , es decir,  y por tanto el segmento  
tendrá una longitud . 
 
Así, el nuevo rectángulo construido será , con área . Fermat 
argumenta que si el punto  hace que el área sea máxima, entonces el valor del área 
determinada por  será prácticamente igual al área determinada por B, de lo cual se 
obtiene: 
 
 
 
Ahora bien, Fermat dice que se cumplirá la igualdad cuando  y por tanto, , de lo 
cual se concluye que el rectángulo es un cuadrado de lado  . 
 
Haciendo un análisis del proceso desarrollado por Fermat se tiene que si es un punto 
máximo (o bien de mínimo), entonces cuando  se hace infinitamente pequeño, los valores 
de la función (en este caso el área del rectángulo construido) en  y en  van a ser muy 
cercanos, esto es, tomando a  como la función área, tenemos: 
 
Si , entonces . De ahí  . 
 
Al dividir por e tenemos 
 
La igualdad de las áreas se tiene si . Por lo tanto, Fermat dice que es el punto de 
máximo (o de mínimo), entonces  de acuerdo a la notación moderna, y esto se 
logra del cociente anterior cuando . 
 
 
3.3. Derivada como razón de cambio  
 
El cálculo junto a la geometría euclidiana son unas de las más grandes creaciones de la 
matemática por su aplicabilidad, raciocinio y análisis.  
 
Para afianzar el estudio de esta rama se hará mención de los 4 grandes problemas que dieron 
origen al cálculo: 
 
 Obtener la fórmula para la distancia, la velocidad y la aceleración de un cuerpo en 
función del tiempo. 
 Encontrar la tangente a una curva, problema que era netamente geométrico, se 
resuelve por medios aritméticos y algebraicos. 
 Encontrar los valores máximos y mínimos de una función. 
 Encontrar las longitudes de las curvas, por ejemplo, la distancia recorrida por un 
planeta en un periodo de tiempo. 
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Comencemos resolviendo el problema de hallar la recta tangente a una curva: sabemos 
gracias a la geometría griega que si la curva es una circunferencia, la recta tangente en un 
punto  la definimos como la recta que tiene un solo punto común con la circunferencia. 
 
 
 
Figura 3.6: Recta tangente a una circunferencia. 
 
 
Veamos la definición de la recta tangente a cualquier curva en un punto  de la misma 
curva. Para ello necesitamos hallar la pendiente de dicha recta, pues ya tenemos el punto . 
 
Sea   una  función continua en  cuya gráfica es: 
 
 
 
Figura 3.7: Recta tangente a una curva. 
 
Para hallar la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto  hacemos 
lo siguiente: 
 
1. Consideramos sobre la curva otro punto  distinto de , de abscisa    . 
2. Dibujamos la recta secante  y llamamos “ ” el ángulo que forma con la dirección 
positiva del eje x.
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3. La pendiente de la recta  está definida por: 
 
 
 
 
 
dado que      y   . 
 
Por lo tanto, 
 
 
 
 
4. Dejemos que el punto  se aproxime al punto  a lo largo de la curva, tal como lo 
muestra la figura 
 
 
Figura  3.8: Aproximación a través de rectas tangentes al punto P de la curva. 
 
 
5. Al realizar este proceso, hacemos que  tienda a cero y que la recta secante tome 
una posición límite, ésta posición límite es precisamente la recta tangente a la curva 
en el punto  y que forma con el eje  un ángulo “ ” 
 
6. Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente a la curva en P es el límite de la 
pendiente de la recta secante  cuando  tiende a cero, es decir, 
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DEFINICION: 
Si  es una función continua en , definimos la pendiente de la recta tangente 
a  en el punto  y que forma un ángulo “ ” con el eje  positivo, como 
 
siempre que el límite exista. 
Ahora analicemos el otro problema que dio origen al concepto de derivada: Determinar la 
velocidad instantánea de un objeto que se mueve de una manera conocida.  
Observe la siguiente figura. 
 
 
 
Figura 3.9: Trayectoria de la partícula. 
 
¿Cuál será la velocidad instantánea de la partícula en el instante  segundos?  
Para contestar esta pregunta supongamos que el objeto ocupa en el instante , la posición 
 y que  segundos después; es decir, en el instante  ocupa la posición 
. 
Con estos datos podemos calcula la velocidad media entre los dos instantes, así: 
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Ahora bien, si el valor de  la vamos reduciendo cada vez más, entonces la diferencia de 
tiempo entre  y   es muy pequeña y podemos pensar en definir la velocidad 
instantánea  en el tiempo  como el límite de la velocidad media cuando  se aproxima a 
cero, es decir, 
 
 
 
siendo la velocidad instantánea equivalente  al concepto de derivada, porque la derivada de 
la posición con respecto al tiempo es la velocidad. 
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4. La definición de la derivada 
En los dos problemas anteriores, se dio solución a dos problemas fundamentales que  dieron 
lugar al concepto de derivada y dedujimos que en ambos problemas tuvieron la misma 
solución:   
  
Los matemáticos del siglo XVII y posteriores encontraron que muchos otros problemas, 
particularmente los que implicaban determinar la intensidad del cambio instantáneo de una 
variable con respecto a otra, también podrían resolverse utilizando el mismo concepto. Por 
lo tanto, a la solución de todos estos problemas se le dio el nombre de derivada la cual se 
define de la siguiente manera: 
Sea  una función real. La derivada de  es otra función que simbolizaremos por  
(notación actual) y tal que su valor en cualquier punto  de su dominio está dado por 
la expresión  
 
siempre que este límite exista. 
4.1. Tangentes y razones de cambios 
 
En nuestro diario vivir estamos inmersos en el cambio, muchos de los aspectos de nuestro 
quehacer cotidiano, así como de la ciencia y la tecnología tiene que ver con el cambio de las 
cosas y con el cambio de algo con relación a otras que matemáticamente se denomina 
variables. Gracias al estudio del cálculo, existe la posibilidad de establecer modelos o 
mecanismos que permite estudiar este tipo de fenómenos. “Se puede decir que el concepto 
central en el estudio del cálculo es el concepto de variación o cambios continuos 
2
 ”. 
 La  razón de cambio se entiende como la medida del cambio de una variable con respecto a 
otra. Ejemplos de ello son: 
 La velocidad es la razón de cambio de la distancia con respecto al tiempo. 
 La aceleración es la razón de cambio de la velocidad con respecto al tiempo. 
 La densidad es la razón de cambio de la masa con respecto al volumen. 
 La pendiente es la razón de cambio entre la altura con respecto a la distancia 
horizontal.
                                                             
2 Apoyado  del libro: Elementos del Cálculo diferencial Volumen I, Escrito por Ángel Ruiz Zúñiga, 
Hugo Barrantes Campos. 
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 La corriente es la razón de cambio de la cantidad de carga eléctrica con respecto al 
tiempo 
 
4.1.1. Tangentes 
 
Muchos problemas relacionados al cálculo dependen de la determinación de la recta 
tangente a la gráfica de una función en un punto específico de la misma. 
Para obtener una definición apropiada de la recta tangente a la gráfica de una función en un 
punto, es conveniente emplear el concepto de límite a fin de definir el pendiente de la recta 
tangente en el punto. Luego, la recta tangente se determina por medio de su pendiente y el 
punto de tangencia. 
Empecemos definiendo que cualquier recta que pase por dos puntos de una  curva  se 
denomina recta secante. La figura 4.1 
muestra una recta secante particular. 
 recibe el nombre de  
incremento de , donde el cambio en el 
valor entre  y  puede ser positivo 
o negativo. 
La pendiente de la recta secante  está 
determinada por: 
 
 
        Figura 4.1: Recta secante  
Consideremos ahora a  como un punto fijo y que el punto  se acerca o aproxima a  a lo 
largo de la curva, esto quiere decir que  tiende a cero. 
Acorde esto sucede, la recta secante gira sobre el punto fijo .  Si la recta secante   tiene 
una posición límite, esta posición límite es la recta tangente de la gráfica en el punto . Es 
decir, la pendiente de la recta tangente a la gráfica de  en es el límite de la pendiente 
conforme  tiende a cero, si este límite existe. Podemos de esta forma definir que si  es 
una función contínua en un punto , la recta tangente a la gráfica en el punto   
es la recta que pasa por  y tiene pendiente    dada por:  
. 
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4.1.2. Razón de cambio promedio 
 
Al definir la derivada de una función  en un punto fijo    , se puntualizó que  
  
Donde, 
  Lo que  equivale al incremento en la variable   
es decir,   expresa el cambio de la variable . 
  Lo que equivale al incremento en la variable , es decir,   expresa el 
cambio de la variable . 
Donde se deduce que    representa a la razón que compara el cambio de la variable  con 
respecto al cambio de la variable , en otras palabras, es una razón que mide el cambio 
promedio de la variable y a lo largo del intervalo  limitado por       y    . 
Gráficamente, (empleando notación actual) sea  una función continua en el punto , 
con coordenadas . 
Sea  un punto cualquiera de la función     
con coordenadas   
Si unimos los puntos P y Q obtenemos una 
recta secante a la curva cuya pendiente es 
 
De acuerdo a lo mencionado con anterioridad
3
, 
el valor de la pendiente la podemos interpretar 
como      donde este cociente expresa 
la razón de cambio promedio de  
respecto a , cuando  cambia de   a   
    
   Figura  4.2: Razón de cambio promedio. 
                                                             
3 Definición de razón de cambio promedio 
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4.1.3. Razón de cambio instantánea 
 
La recta secante gira a través de la función  teniendo a  fijo, y si se puede asimilar como 
una situación  límite entonces la recta secante se asocia a la recta tangente de la función 
 en el punto   
Por lo tanto la recta tangente tendrá una pendiente dada por    
La ilustración nos dará una idea más clara de la definición, es decir, el significado del 
proceso    : 
 
Figura 4.3: Razón de cambio instantáneo 
Definición: si  es continúa en el punto de abscisa   definida en algún intervalo 
abierto que contenga a . La recta tangente a la grafica de   en el punto                   
 es la recta que pasa por el punto  y tiene como pendiente: 
 siempre y cuando el límite exista.
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Esta es la definición de razón de cambio instantáneo de una función cuando . 
 
Figura 4.4: Razón de cambio 
A manera de resumen: 
Si      
La razón de cambio instantánea generalmente se abrevia  simplemente como razón de 
cambio  y su nomenclatura actual es     (definición de derivada)
4
 
La derivada de cualquier función, puede interpretarse como una razón de cambio 
instantánea con respecto de la variable independiente.  
Si , entonces la razón de cambio promedio de  (por un cambio unitario en ) en 
el intervalo  es el cociente 
 
La razón de cambio instantánea de  con respecto de  es el límite, cuando , de la 
razón de cambio promedio. Por lo tanto, la razón de cambio instantánea de  con respecto 
de  es 
                                                             
4 Apoyado de Matemáticas II, Instituto Tecnológico de Puebla, México. (8) 
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4.2. Definición formal de derivada. 
La función es derivable en  si       existe. 
En   este caso el límite se designa  y recibe el nombre de derivada de  en . Decimos 
a la vez que  es derivable si  es derivable en  para todo   del dominio de  
 
Para indicar que la derivada es la pendiente de la recta tangente a una curva, definimos a la 
grafica de  en  como la recta que pasa por  y tiene por pendiente .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.5: Recta tangente a la función . 
Esto significa que la tangente en  sólo está definida si  es derivable en  
 
El símbolo   representa la notación funcional. En efecto, para cualquier función  
designamos por  a la función cuyo dominio es el conjunto de todos números reales  tales 
que  es derivable en  y cuyo valor para tal número  es:  
 
Luego  es el conjunto de pares ordenados    para los cuales existe 
  . La función   recibe el nombre de derivada de  
Respecto a la velocidad, llamamos velocidad instantánea al    ; por lo 
tanto, definimos como velocidad instantánea de   a la expresión   
 puede ser positiva o negativa; el valor absoluto de la velocidad recibe a veces el 
nombre de rapidez instantánea.
28  La  Definición de la Derivada 
Es importante aclarar que  no es   para ningún  en particular, sino 
únicamente el límite de esas velocidades medias, es decir, cuando  tiende a 0. 
La velocidad recibe a veces el nombre de “tasa de variación de su posición”. 
Esta noción de derivada como tasa de variación se aplica a situaciones físicas en las cuales 
una cantidad varía respecto al tiempo.  
 
 4.3. La diferencial. 
 
En toda función continua sus variables presentan posibilidad de cambio y en particular si en 
una situación se tiene una variable independiente  donde se define diferencial como aquella 
cantidad distinta de cero (ya que tratamos incrementos) que satisface que    
En otra notación podemos expresar    
La importancia de la diferencial se presenta según se haga necesaria y útil su definición y 
cuando analizamos que ocurre en una función cuando hacen presencia los incrementos.Dada 
una función cualquiera en un punto  , se puede aproximar linealmente donde esta 
aproximación es válida solo en puntos muy cercanos al  deseado, siempre y cuando la 
función se aproxime mediante su recta tangente en el punto    
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.6: Aproximación lineal de una función en un punto 
La recta tangente que aproxima a la función en el punto    es    
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Es pertinente aclarar que la 
aproximación lineal es válida para 
valores de muy cercanos a   puesto 
que conforme  se aleja de  el error 
de aproximación crece cada vez más 
puesto representa la separación entre la 
curva de  y la recta tangente.  Es 
decir, la diferencia  
cuando  tiende a cero (
), resulta serla diferencial en  
 y de la misma manera   
 equivale a la diferencial en y ,  
ahora bien, sustituyendo en la ecuación 
de la recta tangente resulta: 
, donde esta cantidad se 
denomina la  diferencial de la función 
en el punto  
 Figura 4.7: Diferenciales e incrementos 
Nota: Empleando la notación de Leibniz y despejando llegamos a la expresión                             
    que no es más que la definición de derivada de una función.   es 
una condición límite cuando    y resulta idéntico a   cuando se evalúa dicho límite. 
  
 4.4. Derivada de funciones elementales.  
 
A continuación se expondrá la derivada de funciones elementales
5
, pero antes de ello, es 
pertinente anunciar que la derivabilidad  supone un progreso en relación de la continuidad. 
Esta idea está fundamentada y/o respaldada por el hecho de que muchas funciones son 
continuas pero no son derivables como es el caso de la función valor absoluto.    
Veamos la definición formal de una función continua: 
La función es continua en      si     
Teorema 1. 
Si f es derivable en  entonces es continua en . 
Demostración: 
                                                             
5 Spivak Michael, Cálculo Infinitesimal, Segunda Edición, Editorial Reverté S.A 
30  La  Definición de la Derivada 
Sea  una función derivable en un punto  de su dominio. Probemos que es continua 
también en ese punto , es decir, que  
Como es derivable en , entonces    existe y es igual a  
En base a esto, escribimos: 
  
Conclusión:   y es equivalente a , asi pues,  es 
continua en  
Teorema 2 
Función constante: si  entonces  para todos los números  
Demostración:  
 
Asi, es derivable para todo número real  y . Esto significa que la tangente a la  
gráfica de f  siempre tiene  por pendiente cero; por lo tanto, la tangente coincide con la 
gráfica. 
La función lineal es otro ejemplo típico de que la tangente coincide con la gráfica de la 
función.  
En efecto: si  entonces,  
 
Luego, la pendiente de la tangente es ,  la misma pendiente de la función . 
Teorema 3 
Función idéntica (caso particular de la función lineal): Si para todo , 
entoces   para todo  
Demostración:  
 
 
Si f y g son funciones derivables en el mismo dominio, entonces se tiene que:
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Teorema 4 
Si  y  son derivables en , entonces  también es derivable en   y 
 
Demostración: 
 
 
 
 
 
El teorema 4 se puede ampliar para  operación sustracción, puesto aplica los mismos 
procesos empleados en la adición, luego podemos decir:  
Si  y  son derivables en , entonces, también es derivable en  y 
 
Teorema 5 
Si  y  son derivables en , entonces, también es derivable en  y 
 
Demostración:  
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No hay ambigüedad al formular que el límite es real porque   es continua en  según 
teorema 1. 
Un caso especial del teorema anterior es: 
Afirmación: Si   constante y  derivable en ,  entonces  es derivable en 
, y  
 
Demostración: 
Sea , de modo que . Entonces apoyados en el teorema  5 tenemos: 
 
=  
 
 
Teorema 6 
Si  es derivable en ,  y   ,  entonces     es derivable en , y 
 
Demostración: 
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Teorema 7 
Si  y  son derivables en , con   entonces,    también es derivable en  y 
 
Demostración: 
Sabemos que  por lo tanto tenemos 
 
 
 
 
 
Teorema 8 
 
Si   para todo ,  entonces   
Demostración:  
Se hará de dos maneras diferentes pero igual de válidas. 
 
 Método de inducción matemática 
 
Para  la función se convierte en la función idéntica por lo tanto tiene validez. 
Supongamos que se cumple para  es decir, si  ,  entonces   y  
veamos que se cumpla para   
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En efecto: 
Sea  .  
Si  , la ecuación    se puede escribir como    
En este momento hacemos uso del teorema 5: 
 
 
 
   
Por lo tanto se cumple para  dado cualquier número  
 
 Definición formal de Límite 
Si    entonces    
En efecto: 
 
 
 
. 
 
 
 
 
 
 
   
5. Aspectos pedagógicos en la conceptualización  de la 
derivada como razón de cambio instantáneo en contextos 
matemáticos 
5.1. Introducción e intencionalidad 
 
La matemática es el cimiento de todas las ciencias exactas y su estudio desarrolla en el 
hombre el pensamiento abstracto, inductivo, analógico y deductivo. Todo ser que piensa, 
deduce y genera estrategias, está usando los mecanismos que las matemáticas despertaron. 
Podemos decir que esta ciencia es madre del resto de las ciencias, pues ellas hacen uso de 
sus recursos para fundamentar sus descubrimientos.  
 
La matemática se encuentra inmersa en todas las actividades desarrolladas por el hombre, de 
ahí su gran importancia puesto hace parte fundamental del ambiente social, económico y 
cultural del ser humano. Imaginar un mundo sin matemáticas es lo mismo que vivir en un 
planeta sumido en un caos total. 
 
En la educación matemática, los estudiantes empiezan su aprendizaje con situaciones donde 
hacen uso de algoritmos básicos,  y asi relacionan dos magnitudes que no varían y donde se 
obtiene como respuesta otra de las mismas características, a este estudio denominamos 
aritmética. Luego, con el estudio del álgebra, introducimos variables que tienen distintos 
significados según el contexto del que se extraen los problemas planteados. Esto conlleva 
cambios y nuevos retos en el proceso de aprendizaje de los estudiantes variando significados 
a las soluciones. 
Al finalizar la educación básica secundaria el estudiante se enfrenta a situaciones de 
variación y cambio, denominado razón de cambio, y los relaciona en un contexto. La 
comprensión de este concepto le presenta al estudiante retos desde la manipulación de 
nuevas expresiones matemáticas y su significado, la representación geométrica y el manejo 
adecuado de variables. Este trabajo se enfoca en el pensamiento matemático: el pensamiento 
variacional y los sistemas algebraicos y analíticos puesto que,  “como su nombre lo indica, 
este tipo de pensamiento tiene que ver con el reconocimiento, la percepción, la 
identificación y la caracterización de la variación y el cambio  en diferentes contextos, así 
como con su descripción, modelación y representación  en distintos sistemas o registros 
simbólicos, ya sean verbales, icónicos, gráficos o algebraicos. 
Uno de los propósitos de cultivar el pensamiento variacional es construir desde la 
educación básica primaria distintos caminos y acercamientos significativos para la 
comprensión y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas 
analíticos, para el aprendizaje con sentido del cálculo numérico y algebraico y, en la 
 educación media, del cálculo diferencial e integral.”6 
                                                             
6 Tomado de  Estándares básicos de competencias  en matemáticas. 
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5.2. Estudio cualitativo de la comprensión de la derivada 
 
“Orton realizó un estudio cualitativo, a gran escala, para investigar la comprensión 
estudiantil de los conceptos de diferenciación e integración. Se entrevistaron 110 
estudiantes, 55 hombres y 55 mujeres, entre los 16 y 22 años de edad. Los estudiantes tenían 
como área mayor matemáticas y habían presentado recientemente un examen que incluía 
cálculo elemental. Orton encontró que los aspectos rutinarios de diferenciación se entendían 
bien. Solo cuatro estudiantes fueron incapaces de derivar polinomios cuadráticos. La 
frecuencia de errores aumento cuando se pidió a los participantes derivar una función de la 
forma . El error más frecuente fue calcular la derivada del cociente como el cociente 
de las derivadas. Las respuestas a aspectos más conceptuales estuvieron lejos de ser 
satisfactorias, los resultados mostraron poca comprensión intuitiva de la derivada y algunas 
concepciones erróneas fundamentales. 
Los estudiantes presentaron dificultades relacionadas con la tangente como el límite de un 
conjunto de secantes y con las ideas de razón de cambio de una línea recta en contraste con 
la razón de cambo de una curva y razón de cambio en un punto en contraste con razón  de 
cambio sobre un intervalo. Según Orton, el concepto en que se fundamenta la razón de 
cambio es el concepto de proporcionalidad, que la mayoría de los estudiantes deberían haber 
aprendido al estudiar gráficas en el algebra elemental. Los resultados del estudio sugieren 
que el concepto de proporcionalidad no  es tan elemental como pareciera, para un alto 
número de estudiantes. 
Con base en estos resultados, Orton sugiere diferentes implicaciones para el currículo y para 
la enseñanza. En primer lugar, los conceptos básicos del cálculo deben ser repasados y 
reforzados varias veces  en desarrollo de la educación matemática de los estudiantes. Esto es 
a su vez podría significar mayor colaboración entre los colegios de secundaria e 
instituciones de educación superior. En segundo lugar, la aproximación inicial a los 
conceptos del cálculo debe ser informal e involucrar exploraciones de carácter numérico y 
gráfico, Orton sostiene que deben emplearse  datos de la vida real. Seguidos de un 
desarrollo más algebraico de las ideas fundamentales. Debe considerarse, adicionalmente, el 
 papel  de la tecnología en estas exploraciones.”7
                                                             
7 La Reforma de los cursos del Cálculo: Aprendizaje, Enseñanza y Desarrollo Curricular. Una 
perspectiva. Joan  Ferrini – Mundi  Karen Geuther Grahan 
Esta es   una traducción de An Overview of the Calculus Curriculum Reform Effort: Issues for 
Learning, Teaching and Cirrulum Development publicado en The American Mathematical Monthly 
(Vol 98, 1991, pp 627-635). Se publica con autorización de las autoras y el editor. 
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5.3. Marco pedagógico 
 
Los estándares básicos de competencias en matemáticas establecidos por el Ministerio de 
Educacion Nacional, propone que al terminar el grado once el estudiante debe estar en la 
capacidad de: 
 Utilizar las técnicas de aproximación en procesos infinitos numéricos. 
 Interpretar  la noción de derivada como razón de cambio y como valor de la 
pendiente de la tangente a una curva y desarrollo de métodos para hallar las 
derivadas de algunas funciones básicas en contextos matemáticos y no matemáticos. 
Guiado por los estándares, esta unidad pretende: 
 Motivar a los estudiantes en el aprendizaje de las matemáticas potencializando sus 
aptitudes y actitudes dentro y fuera del aula de clase. 
 Facilitar la aprehensión de contenidos bases del cálculo, contextualizándolos en 
situaciones cotidianas para interrelacionar los procedimientos y conocimientos 
desde la matemática y hacia la matemática misma.  
  Potencializar y desarrollar el pensamiento matemático a través de problemas de 
análisis, interpretación y deducción. 
 Construcción de actividades acorde a los objetivos presentados en este  trabajo 
desarrollando una correlación entre la didáctica y la formalidad de la matemática.   
 
 
5.4.  Objetivos de la unidad 
 
 Analizar las razones de cambio promedio e instantáneo, tanto de forma cuantitativa 
como cualitativa y asi dar solución a situaciones problemáticas dentro de un 
contexto  matemático y/o  cotidiano. 
 Encadenar conceptos relativos a los cambios de magnitud o variable con respecto a 
otra que está relacionada funcionalmente a través del estudio de la razón de cambio. 
  Facilitar la adquisición del conocimiento en la rama de la matemática denominada 
cálculo, facilitando la interdisciplinariedad con las demás ramas del conocimiento. 
 Relacionar los fenómenos naturales y cotidianos con la variabilidad y el cambio.
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5.5. Habilidades a desarrollar en la unidad. 
 
Al terminar esta unidad los estudiantes deberán: 
 
 Explicar el concepto de incremento de una variable. 
 Explicar el concepto de razón promedio gráficamente y de interpretarlo.  
 Calcular la razón promedio de algunas funciones. 
 Explicar el concepto de razón instantánea de cambio y de interpretarlo en cualquier 
contexto. 
  Calcular la razón instantánea de cambio de algunas funciones. 
 Determinar la ecuación de la recta tangente y normal que pasa por un punto de una 
curva. 
 Resolver problemas relacionados con razones de cambio. 
 Utilizar procesos infinitos como un camino para obtener la razón de cambio 
instantánea de una función continua. 
 Identificar la derivada en un punto con el límite de las razones de cambio promedio. 
 
5.6.  Estrategias generales de la unidad didáctica.  
 
 Reconocer  la razón de cambio como base histórica de la noción de derivada. 
 Identificar la razón de cambio promedio en un contexto. 
 Identificar la razón de cambio instantánea en un contexto. 
 Identificar el concepto de diferencial y su aplicación. 
 Reconocer la necesidad de la razón de cambio para la transversalidad de las ciencias 
exactas y naturales. 
 Conceptualizar la definición de derivada como razón de cambio instantáneo en 
contextos matemáticos. 
 
 5.7.  Estrategias específicas  de la unidad didáctica. 
 
 Expresar gráficamente funciones continuas. 
 Encontrar las diferentes aplicaciones de la pendiente de una  recta. 
 Hallar la pendiente de una recta tangente dado un punto cualquiera. 
 Reconocer las distintas aplicaciones de la razón de cambio en las ciencias exactas y 
naturales. 
 Identificar, analizar, expresar y representar gráficamente  razones de cambio 
promedio a partir de una situación problema. 
 Identificar, analizar, expresar y representar gráficamente  razones de cambio 
instantáneo  a partir de una situación problema. 
  Expresar la derivada de funciones a través de la definición formal de limite. 
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5.8. Contenidos de la unidad didáctica.  
5.8.1. Conceptuales  
 
Entendidos como los aspectos disciplinares o técnicos que se desean enseñar a los y las 
estudiantes:  
 Razón de cambio. 
 Razón de cambio promedio. 
 Problemas de aplicación de la razón de cambio promedio. 
 Razón de cambio instantáneo.  
 Problemas de aplicación de la razón de cambio instantáneo. 
 La recta secante. 
 La recta tangente. 
 Pendiente de la recta tangente a una curva en un punto. 
 Derivada de una función. 
 
5.8.2. Procedimentales 
 
Son las habilidades técnicas que se espera desarrollen los y las estudiantes:  
 
 Explicación  del concepto de incremento de una variable. 
 Explicación del concepto de razón de cambio promedio  de forma gráfica y analítica  
 Halla la razón de cambio  promedio de algunas funciones. 
 Explicación del concepto de razón de cambio instantáneo de cambio de forma 
gráfica y analítica. 
  Halla  la razón instantánea de cambio de algunas funciones. 
 Determina la ecuación de la recta tangente y normal que pasa por un punto de una 
curva. 
 Resuelve problemas relacionados con razones de cambio. 
 Utiliza  procesos infinitos como un camino para obtener la razón de cambio 
instantánea de una función continua. 
 Identifica y halla  la derivada en un punto con el límite de las razones de cambio 
promedio. 
 
 
5.8.3. Actitudinales  
 
Actitudes, comportamientos y valores que los y las estudiantes adquieren a través del 
proceso de enseñanza y aprendizaje perseguido con esta unidad didactica:  
 
 Despertar la motivación de los estudiantes en el aprendizaje de las matemáticas 
potencializando sus aptitudes y actitudes dentro y fuera del aula de clase.
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 Facilitar la aprehensión de contenidos bases del cálculo, contextualizándolos en 
situaciones cotidianas para interrelacionar los procedimientos y conocimientos 
desde la matemática y hacia la matemática misma.  
  Potencializar y desarrollar el pensamiento matemático a través de problemas de 
análisis, interpretación y deducción. 
 Desarrollar el interés por la buena preparación de trabajos matemáticos. 
 Potencializar el trabajo en equipo. 
 
5.9. Metodología de la unidad didáctica.  
 
Para los propósitos arriba mencionados, en la unidad didáctica se enfatizará en la 
comprensión de la noción de derivada a través de la razón de cambio, para ello, se priorizará 
en la resolución de problemas como herramienta eficaz en el entendimiento de los 
estudiantes, interrelacionando las diferentes ramas del conocimiento reforzando los temas 
adquiridos con actividades precedidas por exposiciones por parte del docente donde se 
presentará los antecedentes históricos y la utilidad de la razón de cambio  en contextos 
matemáticos. 
 
Según estudios (anteriormente mencionados),  los estudiantes presentan dificultades en la 
comprensión de la razón de cambio donde la parte procedimental no presenta gran dificultad 
respecto al aspecto analítico de la noción de derivada, consciente de ello, las actividades se 
enfocaran en: 
 
 Análisis, interpretación y resolución de problemas  matemáticos relacionados a la 
razón de cambio promedio, instantáneo y diferencial. 
 Análisis geométrico de la noción de derivada 
 
 
5.10. Materiales y recursos  
 
Los materiales y recursos empleados en la unidad didáctica son: 
 
 Lápices y lapiceros de colores para la construcción de gráficos de funciones. 
 Implementos geométricos (regla, escuadra, borrador, sacapuntas, curvígrafo). 
 Papel tamaño carta y/o papel milimetrado: para efectos de ubicación de las gráficas 
funcionales. 
 
Dentro de los recursos del docente se encuentran: 
 
 Tablero acrílico, marcadores de colores. 
 Computador portátil para la preparación de diapositivas. 
 Instrumentos geométricos para tablero. 
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5.11. Evaluación 
 
La evaluación  de la unidad didáctica tendrá en cuenta la adquisición de conocimientos 
nuevos y la apropiación de los ya establecidos, el fortalecimiento de procedimientos 
matemáticos y destrezas hacia la misma. 
 
La evaluación tendrá en cuenta lo expuesto en páginas anteriores haciendo énfasis en: 
 
 
 Interpretación  del concepto de incremento de una variable. 
 Apropiación del concepto de razón promedio de forma grafica y analítica 
 Cálculo  de la razón promedio de algunas funciones. 
 Apropiación del concepto de razón instantánea de cambio de forma grafica y 
analítica y de la aplicación dado cualquier contexto. 
 Cálculo  de la razón instantánea de cambio de algunas funciones. 
 Determinación de  la ecuación de la recta tangente que pasa por un punto de una 
curva. 
 Resolución de   problemas relacionados con razones de cambio. 
 Empleo de  procesos infinitos como un camino para obtener la razón de cambio 
instantánea de una función continua. 
 Identificación de  la derivada en un punto con el límite de las razones de cambio 
promedio. 
 
En todas las actividades, los instrumentos de evaluación se valorarán teniendo en cuenta los 
siguientes aspectos fundamentales: 
 
 Participación: Entendida como actitud positiva frente a las actividades a desarrollar, 
propiciando un ambiente de estudio agradable, con facilidad de adquisición de 
nuevos conocimientos y afianzamiento de los conocimientos a priori. 
 Trabajo en clase: Mediante observación, guías y autoevaluación de los trabajos ya 
sea de carácter individual como grupal. 
 Se recalcará el buen uso de los útiles escolares, el apropiado  manejo de los  
implementos geométricos (regla, escuadra, compás, curvígrafo, etc.) 
 Evaluaciones escritas: Se harán al finalizar cada actividad para conocer el grado de 
apropiación de los conocimientos nuevos. Se hará énfasis a los procedimientos y al 
análisis de los razonamientos en la búsqueda de la solución de las situaciones 
problemas planteados. 
 Excelente comportamiento, responsabilidad  y puntualidad en la asistencia y entrega 
oportuna de las actividades.  
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ANEXO A: Números reales, 
funciones lineales  y gráficas 
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El conjunto de los números reales 
 
 
El universo de los números es tan complejo, infinito y  una interminable fuente de 
conocimiento. En las  antiguas civilizaciones la tarea de contar y ordenar cantidades se 
resolvió gracias al conjunto de los números naturales. 
 
El número natural es el que sirve para designar la cantidad de elementos que tiene un cierto 
conjunto y se le denomina el cardinal de dicho conjunto. Además de cardinal (de contar) los 
números naturales son ordinales (de ordenar) porque sirven para ordenar los elementos del 
conjunto. 
 
El conjunto de los números naturales se simboliza    y se representa  por extensión como  
 
 
 es infinito y es un conjunto ordenado. 
 
Con este conjunto se realizan dos operaciones, la suma de números naturales y el producto 
de números naturales donde su resultado es otro numero natural perfectamente definido. 
Para dos números naturales  y , su suma se representa como   y su producto como 
 o de manera simple . 
 
Podemos pensar en la suma y el producto como aplicación del producto cartesiano  en 
, así: 
 
          ;         
         ;         
 
Las propiedades fundamentales de estas operaciones donde  representan  números 
naturales cualesquiera son: 
 
 Propiedad asociativa de la suma:         (  
 Propiedad conmutativa de la suma:       
 Propiedad asociativa del producto:     (  
 Propiedad conmutativa del producto:   
 Elemento neutro (identidad) para el producto: hay un número natural, que 
denotamos por 1, tal que   
 Propiedad distributiva del producto respecto de la suma:    
 
Se puede asimismo comparar el tamaño de dos números naturales cualesquiera y establecer 
así una relación de orden   (se lee menor o igual) en . Esta relación cumple las 
siguientes propiedades donde  representan  números naturales cualesquiera:  
 
• Propiedad reflexiva:   
• Propiedad antisimétrica: si y , entonces . 
• Propiedad transitiva: si  y , entonces . 
• Propiedad de orden total: siempre es   ó  . 
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Siguiendo un orden conveniente más no cronológico de los conjuntos numéricos,  
encontramos el conjunto de los números enteros que se representan con el símbolo   y 
son números que entre otras miles de cosas sirven para medir. Es una extensión de los 
naturales junto a su inverso aditivo y el cero. 
Por extensión se representa como  
 
Para entender la necesidad de este conjunto veamos unos ejemplos: 
 
 Realizar las siguientes operaciones 
 
A.       
B.  
C.  
D.  
E.  
F.  
G.  
H.  
 
Las primeras cinco (5) operaciones no tienen ningún inconveniente si nos ubicamos dentro 
del conjunto de los naturales,  pero ¿los incisos F., G., y H.  tienen solución en el conjunto 
de los naturales?, la respuesta es NO,  por lo tanto se necesito otro conjunto llamado 
conjunto de los números enteros. 
 
Las propiedades de la suma, el producto y el orden de los naturales también se cumplen para 
los números enteros, incluyendo: 
 Elemento neutro (cero) para la suma: hay un número entero, que denotamos por , 
tal que  para cualquier entero  
 Elemento opuesto para la suma: para cada entero  hay otro número entero (y solo 
uno), que denotamos por , tal que  
 
 
En el conjunto de los enteros    podemos realizar restas pero no todas las divisiones. Esta 
operación es posible al realizar cocientes de    con denominador no nulo en el conjunto de 
los números racionales. Este conjunto se nota por el símbolo  y por comprensión se 
representa como: 
. 
 
Las propiedades de la suma, el producto y el orden de los enteros también se cumplen para 
los números racionales, incluyendo: 
 Elemento inverso para el producto: si , hay un número racional (y solo uno) 
que denotamos por   o   ,  tal que  
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Los números irracionales son aquellos que tienen una forma decimal infinita no periódicas 
y por lo tanto no se pueden expresar en forma de fracción de números enteros. Se representa 
con el símbolo . 
 
Por definición de número racional y la de número irracional se tiene que no existen números 
que sean racionales e irracionales a la vez, simbólicamente tenemos que    
 
El Conjunto de los números reales resulta de unir el conjunto de los números racionales 
con el conjunto de los números irracionales, es decir, . 
 
En  hay dos operaciones, suma y producto, respecto de las cuales es un cuerpo 
conmutativo. Esto significa que si a, b, c son números reales cualesquiera, se cumple: 
 
 Propiedad asociativa de la suma:   
 Propiedad conmutativa de la suma:  
 Elemento neutro (cero) para la suma: hay un número real, que denotamos por 0, tal 
que  
 Elemento opuesto para la suma: hay un número real (y solo uno), que denotamos 
por ,  tal que  El número –  es el opuesto de . 
 Propiedad asociativa del producto:  
 Propiedad conmutativa del producto:  
 Elemento neutro (identidad) para el producto: hay un número real distinto de , que 
denotamos por , tal que  
 Elemento inverso para el producto: si a es distinto de  0, hay un número real (y solo 
uno) que denotamos por   o  ,  tal que    El número  es 
el recíproco de a. 
 Propiedad distributiva del producto respecto de la suma:  
 
A partir de las operaciones suma y producto en los números reales, se pueden definir las 
operaciones resta  (la suma de a con el opuesto de b) y la división 
 (el producto de a con el recíproco de b). Como todo número real distinto de cero 
tiene recíproco, la división por cero no está definida. Además –  (palo a) es notación, que 
en principio no tiene nada que ver con la operación binaria resta. 
 
En  hay una relación de orden que extiende la de los números racionales. Las propiedades 
básicas son las siguientes (a, b, c representan números reales cualesquiera): 
 
 Propiedad reflexiva:  
 Propiedad antisimétrica:  
 Propiedad transitiva:  
 Propiedad de orden total:  
 Relación con la suma:  
 Relación con el producto:   
 Dados , se escribe  si  
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Ejemplos 
 
1. Completar la siguiente tabla señalando con una x el o los  conjuntos numéricos al 
cual pertenece los siguientes números: 
 
 
                  Conjunto  
                   Numérico 
 
Número  
 
NATURALES 
 
ENTEROS 
 
RACIONALES 
 
IRRACIONALES 
     
 
    
     
 
    
 
    
     
     
 
Solución: 
  
                  Conjunto  
                   Numérico 
 
Número  
 
NATURALES 
 
ENTEROS 
 
RACIONALES 
 
IRRACIONALES 
 x x x  
 
 x x  
    x 
 
  x  
 
 x x  
 x x x  
 x x x  
 
 
 
 
2.  Escribe la propiedad que representa las siguientes operaciones: 
 
A.     Respuesta: Propiedad asociativa suma. 
 
B.       Respuesta: Elemento opuesto suma. 
 
C.   Respuesta: Elemento recíproco producto. 
D.  Respuesta: Propiedad distributiva del   
                                     producto respecto de la suma .
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3. Ordena los siguientes números reales de menor a mayor:   
 
Respuesta:  
 
 
 
 
Actividad de afianzamiento: 
 
 
 
1. En un juego de mesa cada jugador avanza o retrocede su ficha según lo indique el 
tablero.  Sofía partió de cero y anotó lo que saco en cada ronda: con azul cada 
avance y con rojo cada retroceso 
 
 
 
 
¿Con cuánto puntaje quedó Sofía después de sus avances y retrocesos? 
 
 
 
 
 
2. Una persona viaja de una ciudad A hacia una ciudad B separadas 600 km. Cuando 
lleva 3 horas de viaje ha avanzado      del camino. En este momento hace una 
parada para comer y luego retoma el recorrido, después de 2 horas ha recorrido      
de camino. 
 
A. ¿Qué fracción ha recorrido en total? 
B. ¿Qué fracción del total le hace falta por recorrer? 
C. ¿Cuántos kilómetros ha recorrido en total? 
D. ¿Cuántos km le faltan por recorrer? 
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3. Señalar con una x el o los  conjuntos numéricos al cual pertenece los siguientes 
números: 
 
 
                  Conjunto  
                   Numérico 
 
Número  
 
NATURALES 
 
ENTEROS 
 
RACIONALES 
 
IRRACIONALES 
     
 
    
     
 
    
 
    
     
     
 
 
4. Escribe la propiedad que representa las siguientes operaciones: 
 
A.     Respuesta: 
B.        Respuesta:   
C.   Respuesta:  
  
5. Ordena los siguientes números reales de menor a mayor:   
 
 
 
Función lineal y gráfica   
 
Empecemos preguntando ¿Qué se entiende por función? ¿Es comparar dos conjuntos? 
¿Es enviar los elementos de un conjunto al otro? Estas son las preguntas más frecuentes 
cuando se inicia el tema de función, pero la definición correcta se presenta a continuación: 
 
Dados dos conjuntos , y existe una relación de    en   en la que todo elemento de 
se asocie o le corresponde un único elemento en , esta relación recibe el nombre de 
función, y su notación se expresa como , donde  recibe el nombre de conjunto de 
partida y  conjunto de llegada. 
 
La expresión       se interpreta asi: 
 El elemento     está  relacionado con el elemento    por medio de la 
función  
 La pareja      
 La imagen del elemento   en la función  es el elemento 
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¿Si tenemos los conjuntos   y   la relación  es 
función? Según la definición dada, NO es una relación funcional puesto que       y no 
existe ningun elemento en   que esté relacionado con él. 
 
Y la relación   SI representa una función puesto que todos los 
elementos de   están relacionados de manera única con un elemento en  
 
Actividad de afianzamiento. 
 
¿Cuál de las siguientes expresiones representa una función? 
 
 
 
 
 
 
Los  elementos de una función son: 
 
 Dominio: es el conjunto de partida de la función y se expresa 
simbólicamente  
 Codominio: es el conjunto de llegada de la función y se expresa . 
 Rango: es el conjunto formado por  los elementos del codominio que son la imagen 
de los elementos del dominio y se expresa . 
 Grafo: es el conjunto formado por todas las parejas ordenadas que pertenecen a la 
función. 
 
A manera de ilustración, ¿Cuáles serian los elementos de las funciones    y de 
 ?  
 
En la función  ,   puede tomar cualquier valor en la expresión   , luego: 
 
 , 
 
En la función  ,    no puede tomar  valores negativos en la expresión  , luego: 
 
, los números reales positivos unidos con el cero, 
 
 
Las funciones se representan a través de una expresión algebraica, una tabla de valores o 
una gráfica.  
 
Función lineal 
 
Una función de la forma , donde  es una constante, recibe el nombre de 
función lineal. ¿Y por qué el nombre? Su nombre se da a raíz que la representación grafica 
en el plano cartesiano es una línea recta que pasa por el origen  
 
 
 
La función , donde ,  recibe el nombre de función lineal afín y se 
caracteriza porque su representación  gráfica es una línea recta que no pasa por el origen
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Función lineal      Función lineal afín 
 
 
Para el estudio de las funciones lineales es fundamental conocer el concepto de pendiente 
de una recta, ¿Cuál es su importancia?, ¿Para qué se utiliza? ¿Cómo se representa? 
 
En la expresión    ,  recibe el nombre de la pendiente de la recta y representa 
la inclinación de la recta respecto al eje positivo de las , y equivale a la diferencia de las 
variables dependientes de dos puntos de la recta y la diferencia de las variables 
independientes de dichos puntos. Es decir, 
 
 
 
 
Gráficamente:  
 
 
El punto A tiene coordenadas (3,3) y el punto B tiene 
coordenadas (1,1) 
 
Para nuestro propósito llamemos  y   
 luego 
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En el caso que nos indiquen la pendiente y un punto de la recta, ¿cómo se graficaría? 
Veamos el caso de la recta que tiene pendiente    y pasa por el punto  
Empezamos ubicando el punto en el plano cartesiano: 
 
 
 
El valor de la pendiente es   , esto se interpreta de la 
siguiente manera: 3 indica el desplazamiento vertical  y 2 el 
desplazamiento horizontal, es decir, 3 unidades hacia arriba 
y 2 hacia la derecha, se obtiene un nuevo punto  de 
coordenadas (4,4). 
 
 
Teniendo los puntos  se unen formando la recta que 
pasa por el punto   y tiene pendiente  
 
 
 
 
En resumen, la pendiente  indica que por cada 
unidad que avanza a la derecha, sube o baja    
unidades. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Actividad de afianzamiento 
 
1. ¿Cuál de las siguientes expresiones representa una función? 
 
 
 
 
 
Ubique los puntos de cada conjunto en el plano cartesiano y redacte una conclusión 
referente a los gráficos obtenidos 
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2. Determina la pendiente de cada recta 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A B 
C 
D 
Anexo: Números reales, funciones lineales y gráficas                                                            55
   
Ecuación de la recta 
 
La ecuacion explicita de la recta es una expresión de la forma   ,   donde  es el 
valor de la pendiente y  es e punto donde la recta corta al , es decir ,  . 
 
Si nos piden encontrar la ecuación  explicita de la recta , debemos despejar 
el valor de la variable dependiente  realizando procedimientos algebraicos asi: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Donde     y    
 
 
¿Cuál es el procedimiento para encontrar la ecuación de la recta cuando se conoce un punto  
y la pendiente? Para ello, se reemplaza las coordenadas del punto dado  y el 
valor de la pendiente en la ecuacion  para encontrar b. Luego se reemplaza 
y  en la ecuacion explicita. 
 
Si la informacion suministrada es   y     la ecuacion explicita se halla asi: 
 
 Ecuación explicita 
    Punto y pendiente de la recta 
 Se reemplaza los valores en la ecuación 
 Despejando b en la ecuacion 
 Reemplazando   y  en la ecuación 
explicita de la recta 
 
 
 
 
 
 
Representación gráfica  
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¿Y qué sucede cuando se conocen dos puntos solamente? 
 
 Se halla el valor de la pendiente mediante la fórmula     y luego se procede 
como el caso anterior. 
 
Es decir, si nos piden hallar la ecuación de la recta que pasa por los puntos   y  
 procedemos asi: 
 
  
 
Hallamos el valor de la pendiente a través 
de la fórmula  
 Ecuación explicita 
    Punto escogido  y pendiente de la recta 
 Se reemplaza los valores en la ecuación 
 Despejando b en la ecuacion 
 Reemplazando   y  en la ecuación 
explicita de la recta 
 
 
 
 
 
Representación gráfica  
 
Actividad de afianzamiento 
 
 
 
1. Escribir la ecuación de la recta dada 
B A 
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2. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos 
 
  
  
  
  
  
 
 
3. Determinar en cada caso si por los tres puntos dados se puede trazar una recta. 
Justificar la respuesta usando una gráfica 
 
  
  
  
 
4. La siguiente gráfica representa el movimiento de un objeto entre 0 y 10 minutos 
 
 
A. Escribir la ecuación de cada una de las rectas que describen el movimiento 
del objeto. 
B. ¿Qué se puede decir del movimiento entre 2 y 5 minutos? 
C. ¿Qué se puede decir del movimiento entre 7 y 10 minutos? 
D. ¿En qué sector el objeto recorrió mas  km  en menos tiempo? 
E. ¿Cuántos km recorrió en total el objeto?
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ANEXO B: Razón de cambio 
promedio e instantáneo 
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Variación 
Varios de los problemas que se plantean en cálculo tiene sus inicios en el estudio de la 
variaciones que experimentan  los movimientos, los objetos etc. y modelando estas  
expresiones en forma matemática podemos decir que si  define un movimiento, se 
puede decir que para dos momentos   (donde  del movimiento se puede 
observar una variacion   de él. 
¿Se entiende esta expresión? Veámosla de otra manera: la expresión    define 
una variación de la función    entre     y     siempre que  
Analicemos el siguiente grafico: 
El grafico representa el movimiento de un automovil durante 10 segundos 
 
¿Cómo hallar el desplazamiento del automóvil en cada  uno de los intervalos  
 
Para dar respuesta al interrogante, veamos la tabla 
INTERVALO  VARIACION 
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¿Qué nos da a entender los resultados? 
 En el intervalo de 0  a 2 segundos el automóvil  se desplaza 3 metros. 
 En el intervalo de 5  a 7 segundos el automóvil  se desplaza 5  metros. 
 Es decir entre los intervalos  0 a 2 segundos  y  5  a 7 segundos el automóvil  se 
desplazó 8   metros. 
 En el intervalo de 2 a 5 segundos el automóvil  se mantuvo en la misma posición. 
 En el intervalo de 7 a 8  segundos el automóvil  se desplaza 3 metros en sentido 
contrario. 
 En el intervalo de 8 a 10 segundos el automóvil  se desplaza 5 metros en sentido 
contrario. 
 Es decir entre los intervalos  7  a 8 segundos  y  8  a 10 segundos el automóvil  se 
desplazó 8   metros  en sentido contrario llegando a la posición inicial. 
Actividad de afianzamiento 
Los movimientos de un carro fórmula uno  en una sesión de prueba se  describe mediante la 
función por tramos: 
 
 
 
 
1. Elaborar un grafico que describa el movimiento del carro. 
2. Hallar la variación en los intervalos  . 
3. ¿En cuál de los intervalos mencionados el carro avanzo más? ¿Qué explicación 
tiene este hecho? 
 
Incrementos  . 
 
Dada una función , se habla de incremento en la variable independiente    como la 
diferencia entre dos valores    y   denotada como      
De igual manera, el incremento de la variable dependiente  se simboloza como 
 y equivale a la diferencia entre dos valores   y  ,  asi: 
. Analicemos esta información a través de un problema matemático:
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Una empresa produce un zumo de melocotón enlatado que pone al mercado  en recipientes 
de radio  R  y altura . 
Por razones publicitarias se requiere aumentar el área lateral del 
recipiente. Esto se puede lograr al incremetar la altura    o el 
radio   
1. Si se aumenta la altura del recipiente de  
hasta  ¿Cuál es el incremento en el volumen 
del zumo de melocotón? 
2. Si se aumenta el radio de  hasta      
¿ Cuál es el incremento en volumen del recipiente? 
3. ¿Qué incremeto resuelta más económico para  la empresa?  
Para dar solución tenemos que tener en claro cuál es la ecuación que representa el volumen 
del cilindro:   
Para el caso uno, al mantener fijo el radio y variar la altura, el volumen y la altura forman 
una función donde la altura es la variable independiente y el volumen la dependiente. La 
función es  
Según la información el incremento en la altura es: 
 
 
 
Además, el incremento en el volumen se calcula:      luego: 
  
  
 
Conclusión: Si se incrementa la altura 2 cm, el volumen es de  
Para el caso dos, se mantiene constante la altura y el volumen esta en función del radio. 
Luego la función a utilizar es  . El 
incremento en el radio es  
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Para el incremento de la variable dependiente, el volumen tenemos     
 
  
  
 
 
Conclusión: Si se incrementa el radio  1 cm, el volumen es de  
Teniendo esta información podemos resolver el punto tres, en el cual se preguntó cuál de los 
dos incrementos favorece a la empresa, dando como resultado que la empresa le conviene el 
menor volumen, por lo tanto, los recipientes se aumentarán 2 cm de altura. 
 
Actividad de afianzamiento: 
 
Una fabrica de juguetes tiene en el mercado balones de plástico esféricos de radio   
. Y planea aumentar el radio  de los balones en 20 cm. 
1. ¿Cuál será el incremento en el área del plástico dado? 
Área de la esfera:   
2. ¿Cuál será el incremento en el volumen del balón? 
3. Si el balón tiene una densidad media  constante y se 
sabe que    
¿Cuál será el incremento en su masa? 
 
Razón de cambio promedio 
La expresión    equivale al incremento en la 
variable , es decir,   expresa el cambio de la variable , a la vez,    
equivale al incremento en la  variable , es decir,   expresa el cambio de la variable . 
Por lo tanto, de las expresiones anteriores se deduce que   representa a la razón que 
compara el cambio de la variable  con respecto al cambio de la variable , en otras 
palabras, es una razón que mide el cambio promedio de la variable y a lo largo del intervalo  
 limitado por       y    .
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En resumen, el cociente   se denomina razón de cambio promedio. 
Veamos un ejercicio integrador de la teoría y la práctica. 
 En un estudio estadístico, se investigó la cantidad de personas que ingresan al ferri 
de la represa local durante una semana, y los resultados obtenidos están escritos en 
la siguiente tabla: 
 LUNES MARTES MIERCOLES JUEVES VIERNES SABADO DOMINGO 
Día (x) 1 2 3 4 5 6 7 
Número 
de 
persona
s (y) 
 
30 
 
120 
 
270 
 
480 
 
750 
 
1080 
 
1470 
 
Ubicando las parejas en el plano cartesiano obtenemos una grafica como la siguiente: 
 
¿Cuál es la razón de cambio promedio de números de personas que ingresan al ferri entre 
lunes y martes?  
Aplicando el concepto de razón de cambio promedio tenemos: 
. Recordemos que la expresión     representa a la 
pendiente de una recta. 
Si tomamos los valores que se obtuvo en el intervalo lunes y martes, vemos que la 
razón de cambio promedio es la pendiente de la recta secante que pasa por los 
puntos  y   . Es decir, cada vez que calcule la razón de cambio 
promedio, al mismo tiempo se está calculando la pendiente de las rectas secantes 
para cada pareja de puntos.
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Actividad de afianzamiento: 
 
Siguiente la tabla anterior, calcula la razón de cambio promedio para los días 
consecutivos: 
 
Lunes a martes:  
 
Martes a miércoles: 
 
Miércoles a jueves: 
 
Jueves a viernes: 
 
Viernes a sábado: 
 
Sábado a domingo: 
 
 
Veamos un gráfico como ilustración a la siguiente actividad: 
 
1. Realiza una situación problema donde pueda relacionar los datos de la gráfica anterior. 
Además, realiza  una tabla  
 
 
La situación problema la podemos enunciar así: El gráfico representa la cantidad de 
personas que asisten a un evento durante 6 días, donde la variable independiente  
representa los días y la variable dependiente  la cantidad de personas que asisten por día. 
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La tabla correspondiente a la información de la ilustración se muestra a continuación: 
 
Días (x) 1 2 3 4 5 6 
Cantidad 
de 
Personas 
(y) 
 
0 
 
7 
 
13 
 
13 
 
7 
 
0 
 
Ahora calculemos la razón de cambio promedio
8
,  para los puntos sucesivos como se hizo 
en el ejercicio anterior: 
  , en el   
, en el   
, en el   
 
 
 
 
De los resultados obtenidos podemos concluir que si la 
función es creciente la pendiente de la recta secante o las 
razones de cambio promedio dentro de un intervalo es 
creciente, si las pendientes de las rectas secantes son 
paralelas al eje x valen cero,  y si la función es 
decreciente en un intervalo, la razón de cambio en ese 
intervalo es decreciente. 
 
                                                             
8 También podríamos decir calcular las pendientes de las rectas tangentes en los puntos sucesivos.  
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 Razón de cambio instantáneo 
Recordemos que en la situación que la recta secante gira a través de la función  
teniendo a  fijo, y si se puede asimilar como una situación  límite entonces la recta secante 
se asocia a la recta tangente de la función  en el punto   
Por lo tanto la recta tangente tendrá una pendiente dada por    
La ilustración nos dará una idea más clara de la definición, es decir, el significado del 
proceso    :  
 
 
 
 
 
 
 
A manera formal,  si  es continúa en el punto de abscisa   definida en algún 
intervalo abierto que contenga a  . La recta tangente a la grafica de   en el punto 
 es la recta que pasa por el punto  y tiene como pendiente: 
  siempre y cuando el límite exista. Esta es la definición 
de razón de cambio instantáneo. 
Analicemos este resultado a través de una situación problema: 
Una partícula se mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la expresión 
 donde  se mide en metros y en segundos. 
La tabla muestra la trayectoria de una partícula cuando se mueve hacia adelante (valores 
positivos) y hacia atrás (valores negativos)  a lo largo de una recta. 
TIEMPO 0 1 2 3 4 
VELOCIDAD -12 -8 -4 0 4 
 
La velocidad negativa indica cuando la partícula  se mueve hacia la izquierda, y como 
positiva cuando la partícula se mueve hacia la derecha.
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Veamos gráficamente este suceso: 
 
Veamos la velocidad promedio (razón de cambio promedio), en los intervalos de tiempo de 
 y  
Recordemos, 
Para el intervalo  procedemos 
 
 
 
Pero, ¿cómo podemos hallar la velocidad instantánea en cualquier momento ? 
Para ello aplicamos la razón de cambio instantánea, es decir,  
   
   
 Contextualizando la expresión tenemos:  
 
 
 
 
 
Esta expresión permite encontrar la velocidad instantánea  en cualquier tiempo . 
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Actividad de afianzamiento 
1. Para las siguientes funciones encuentra los incrementos en las variables dependiente 
e independiente entre      y        
 
A.  
B.  
C.  
D.  
E.  
 
2. Grafique cada una de las funciones del punto uno, y halle la recta tangente de la 
curva en un punto específico (el punto es aleatorio). 
 
3. Halla la pendiente de una recta secante a la gráfica de cada una de las siguientes 
funciones. Para ello considere dos puntos que se encuentre en cada curva. 
 
A.  
B.  
C.  
D.  
E.  
 
4. El amortiguador de un auto es un resorte con constante de elasticidad de  . 
La fuerza producida  sobre el resorte en función de la elongación que se ejerce sobre 
él se  define como . Al principio se encuentra comprimido  esta 
situación se expresa como   . después de pasar por un hueco en la vía, se 
estira 10 cm que se expresa como    
 
A. ¿Cuál es el incremento en la elongación del resorte? 
B. ¿Cuál es el incremento en la fuerza? 
 
 
5. La función de posición de un objeto está dada por la expresión   , 
donde   está dada en segundos y  en metros. 
 
A. Encuentra la velocidad media del objeto en el intervalo    
B. Encuentra la velocidad cuando .
Anexo: Razón de cambio promedio  e  instantáneo
  69 
6. La siguiente grafica registra el movimiento de un cuerpo  durante 9 segundos 
 
 
 
A. Halle el desplazamiento en los siguientes intervalos  
 
 
B. En que intervalo la partícula tuvo el mayor desplazamiento. 
 
C. Describe el movimiento durante los 9 segundos. 
 
7. Un cultivo de bacterias crece de modo tal que tiene una masa de    
gramos después de    horas. 
 
A. ¿Cuál es la razón de crecimiento cuando ? 
B. ¿Cuál es la razón de crecimiento cuando ? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ANEXO C: Derivada como razón 
de cambio  
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Estudiemos, (a manera de ilustración para afianzar el concepto) la  razón instantánea de 
cambio de una función cuya variable independiente es el tiempo   
Supongamos que  es una cantidad que varía con respecto del tiempo , es decir,   
El cambio en desde el tiempo  hasta el tiempo , es el incremento: 
. 
 
La razón de cambio promedio de  (por la unidad de tiempo) es, por definición, la razón de 
cambio  en  con respecto del cambio  en , es decir, se representa por el cociente 
 
 
Definimos la razón de cambio instantánea de  (por unidad de tiempo) como el límite de 
esta razón promedio cuando . Es decir, la razón de cambio instantánea de  es 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A raíz de este razonamiento podemos concluir que se está empleando la derivada de la 
función Luego la razón de cambio instantánea de  es la derivada 
 
 
72   Interpretación de la noción de  
derivada como   razón de cambio 
                                                                instantánea  en contextos matemáticos 
 
Apliquemos lo estudiado en los anexos A y B  contextualizándola en problemas de 
aplicación de la derivada. 
 Un equipo de trabajo en sistemas establecen que las funciones para la posición y la 
velocidad de un objeto están dadas por las expresiones   
respectivamente. Pero no están seguros si la velocidad es la expresión indicada o 
correcta según la información y desean hallar un método para  despejar las dudas. 
 
El problema consiste en hallar la velocidad instantánea (derivada), es decir, la 
velocidad en cualquier tiempo y no en un intervalo. Se sugiere tomar un tiempo 
dado y hacerse un incremento mínimo y luego se halla la velocidad media para este 
incremento, este valor se supone estará muy próxima a la velocidad instantánea. 
Tomemos  y realicemos incrementos a partir de él. 
 
     
 
El incremento en razón del tiempo es 
   
 
El incremento en razón de la posición es 
 
 
 
Luego,  
 
La velocidad media en ese intervalo es: 
 
Este valor se acerca al valor de la velocidad en  en la expresión original 
. 
 
Realicemos incrementos cada vez menores y estudiemos su comportamiento. Los 
resultados están escritos en la siguiente tabla: 
 
 0,1 0,01 0,001 
 16,4 16,004 16,0004 
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Observemos que cada vez que el incremento en el tiempo sea menor, la velocidad 
media   es muy cercana a la velocidad instantánea. En otras palabras, cuando  
  se tiene que  . Por lo tanto apliquemos la definición de razón de 
cambio instantánea para resolver  el problema 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Por lo tanto, las funciones inicialmente presentadas están bien planteadas. 
 
¿Qué debemos hacer cuando nos presentan un problema donde incluya hallar la 
pendiente de la recta tangente de una función? 
 
Veamos el procedimiento: 
 
Problema: Para la función , hallar la pendiente de la recta tangente a 
 que pasa por el punto  y expresar la ecuación de la recta tangente. 
 
Recordemos que para hallar la pendiente de la recta tangente aplicamos el concepto 
de la derivada:  
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Para un punto en particular, sea , entonces . Luego la pendiente es 
- 
 
Ahora, para encontrar la ecuación de la recta nos apoyamos de la función lineal 
   
 
Según los datos obtenidos tenemos que  y el punto , por lo tanto 
reemplazamos estos valores en la función lineal donde   y  
 
En efecto:  
 
 
 
 
La ecuación de la recta tangente a la curva es:   
Gráficamente: 
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Actividad de afianzamiento 
1. Explica con tus propias palabras el concepto de derivada. 
 
2. Encuentra la derivada de las siguientes funciones a partir de su definición formal 
(usando límites). 
 
A.  
B.  
C.  
D.  
E.  
 
3. Encuentra la derivada de cada función en el punto dado: 
 
A.  
 
B.  
 
C.  
 
D.  
 
E.  
 
4. Encontrar la pendiente y la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función 
en el punto dado. Graficar la función y su recta tangente. 
 
A.  
 
B.  
 
C.  
 
D.  
 
E.  
